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  :1لتمرين حل ا

معرفة بـ:  fلة الدا     
2

2 2 3f x x x  . 

المعرفتين بـ:  vو uهي جداء الدالتين  fالدالة  (1   
2

2u x x  و   2 3v x x . 

2xمركبة من الدالة  uالدالة  ❖ x  متبوعة بالدالة "مربع"  ،على  ةإذن فهي معرف ،وهي دالة تآلفية

 .معرفة على  uومنه فإن: الدالة  ،وهي أيضا معرفة على 

 .دالة تآلفية، إذن فهي معرفة على  vالدالة  ❖

 . معرفة على fالدالة ومنه فإن:  ،هي جداء دالتين معرفتين على  fالدالة  ❖

 لدينا:  xمن أجل كل  ❖

          

 

2 2 3 2 2

3 2 23

2 2 3 2 4 4 3 2 3 4 12 4 12

        2 8 12 2 2 16 24

f x x x x x x x x x x x

x x x x x x

            

       
  

عبارة  f x  :1من الشكل

1 1 0

n n

n na x a x ..... a x a

     3معn و ، 

3 2 1 02   ;   2   ;    16   ;    24a a a a      

بـ:  المعرفة على  fنستنتج أن الدالة      
2

2 2 3f x x x    3 د من الدرجةكثير حدوهي. 

معرفة بـ:  gالدالة  (2 
4

2

1

1

x
g x

x





. 

لة  ❖ كان  gالدا فة إذا  كون معر 2ت 1 0x   كل جل  من أ نه  لم أ لدينا: x. ونع  ،2 0x  :فإن نه  ، وم

2 1 1x    2أي 1 0x   :الدالة . ومنه فإنg معرفة على . 

 ، لدينا:xمن أجل كل  ❖

 
    

2
2 2 2 24

2 2 2

2
1 1 11

1
1 1 1

x x xx
g x x

x x x

  
    

  
 

عبارة  g x  :1من الشكل

1 1 0

n n

n na x a x ..... a x a

     2معn و ، 

2 1 01   ;    0   ;    1a a a    

بـ:  المعرفة على  gالدالة نستنتج أن  
4

2

1

1

x
g x

x





 .2 كثير حدود من الدرجةهي  

معرفة بـ:  hالدالة  (3 
4

2

1

1

x
h x

x





. 

2تكون معرفة إذا كان  hالدالة  1 0x   كل . ونعلم جل  من أ x ،2أنه  1 0x    كون 1xعندما ي   

1xأو  :الدالة . ومنه فإنh معرفة على  1 1\ ;.  ليست كثير حدودإذن فهي. 
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 :2تمرين حل ال

معرفة بـ:  fالدالة  (1  4 23 5 2f x x x   . 

 .xمن أجل كل  معرفة على  fالدالة  ❖

عبارة  ❖ f x  :1هي من الشكل

1 1 0

n n

n na x a x ..... a x a

     4معn و ، 

4 3 2 1 03   ;   0   ;    5   ;    0   ;    2a a a a a       

بـ:  المعرفة على  fنستنتج أن الدالة   4 23 5 2f x x x     4 كثير حدود من الدرجةهي. 

معرفة بـ:  gالدالة  (2 
4 23 5 2

3

x x
g x

x

  
. 

0xمعرفة عندما يكون  gالدالة  ليست كثير حدود، ومنه فهي *على  ، أي أنها معرفة. 

معرفة بـ:  hالدالة  (3  4 23 5 2h x x x   . 

لة  ❖ كان  hالدا فة إذا  كون معر 4ت 23 5 2 0x x    ضنا نه إذا عو حظ أ صل 0بـ:  x، ونلا نا نتح ، فإن

2على:  0   .وهذه عبارة غير مقبولة 

  .لأنها غير معرفة على  ليست كثير حدود hنستنتج أن الدالة  ❖

معرفة بـ:  kالدالة  (4  4 23 5 2k x x x   . :نلاحظ أن 

❖   4 23 5 2k x x x     4عندما يكون 23 5 2 0x x   ،  

❖   4 23 5 2k x x x    4عندما يكون 23 5 2 0x x   ، 

 .ليست كثير حدود kالدالة أي أن معاملاتها غير ثابتة. ومنه نستنتج أن: 

 :3حل التمرين 

معرفة بـ:  fالدالة   2 5 1f x x x     حيث،  والدالةg  :معرفة بـ  2 3g x x . 

جذره هو:  1هي كثير حدود من الدرجة  gالدالة و ،2هي كثير حدود من الدرجة  fالدالة  ❖
3

2
. 

لكي يكون  ❖ f x  قابلا للقسمة على g x،  :يجب أن يكون
3

0
2

f
 

 
 

أي ) 
3

2
جذر لـ   f x). 

2
15

1
3 3 3 9 15 2620 5 1 0 1 0

92 2 2 4 2 9

4

f


     
                    

     
 

نستنتج أن   2 5 1f x x x     قابل للقسمة على  2 3g x x   إذا وفقط إذا كان
26

9
  . 

 

http://www.latreche-mifa.com/


 2AS                                  دودحلول تمارين درس الدوال كثيرات الح

 LATRECHE MIFA                mifa.com-www.latreche            5إعداد وتقديم: 

 :4حل التمرين 

f  :كثير حدود معرف بـ     4 3 22 2 3 5f ( x ) m² m x m x mx m x       . 

 لدينا: ،xمن أجل كل  ❖

     

     

4 3 2

4 3 2

2 2 3 5

        1 2 1 3 5

f ( x ) m² m x m x mx m x

m m x m x mx m x

       

       
 

يجب أن يكون  4كثير حدود من الدرجة  fلكي يكون  ❖ 1 0m m   0. أيm   1أوm . 

 نستنتج مايلي: ❖

من أجل كل  • 0 1m \ ; ،f 4من الدرجة  كثير حدود. 

0mمن أجل كل  •  ،  32 3 5f x x x    أي أن ،f 3من الدرجة  كثير حدود. 

1mمن أجل كل  •  ،  2 2 5f x x x   أي أن ،f 2من الدرجة  كثير حدود. 

 :5حل التمرين 

❖ f  ناه أن:  3كثير حدود من الدرجة مع  3 2f x ax bx cx d     :حيثa ،b ،c ،d  ية عداد حقيق أ

0aمع  . 

 ، لدينا: xمن أجل كل  ❖

       

    

  

3 2

2 2

2 2

3 2 2 2

3 2 2

1 1 1 1

            1 1 2 1

            2 1 2

            2 2 2

            3 3 2

    

f x a x b x c x d

a x x b x x cx c d

ax a x x bx bx b cx c d

ax ax ax ax ax a bx bx b cx c d

ax ax ax a bx bx b cx c d

       

        

         

           

         

     3 2        3 3 2ax a b x a b c x a b c d           

 

 ، لدينا:xنستنتج أنه من أجل كل  ❖

         3 2 3 2

3

1 3 3 2

                        

f x f x ax bx cx d ax a b x a b c x a b c d

ax

                   

 2 3bx cx d ax         23 3 2

                        

a b x a b c x a b c d

b

          

 3a b    2x c  
 

3 2a b c    x d  
 

a b c d     
 2                        3 3 2ax a b x a b c

 
 

      

 

 

http://www.latreche-mifa.com/


 2AS                                  دودحلول تمارين درس الدوال كثيرات الح

 LATRECHE MIFA                mifa.com-www.latreche            6إعداد وتقديم: 

❖     21f x f x x    :معناه 2 23 3 2ax a b x a b c x       بمقارنة معاملات كل درجة .

 نتحصل على:

1 1 1

3 3 33 1
1 1 1

3 2 0 2 3
3 2 2

0
1 1 11

2 3 63

a a a

a

a b b b b

a b c

c cc b

  
    

   
   
            
        

       

  

بارة  ❖ ستنتج أن ع تالي:  fن كون كال ت  3 21 1 1

3 2 6
f x x x x d     معd  عدد جد  نه يو . أي أ

التي تحقق شرط: 3متناهي من كثيرات الحدود من الدرجة لا    21f x f x x  . 

 :6حل التمرين 

❖   2 4 26 2 17 2 2x x x x x     :34والعامل المستقل هو  6: درجة كثير الحدود هي-. 

❖    2 3 5 2x x   :5والعامل المستقل هو  1: درجة كثير الحدود هي-. 

❖  
3

3 27 2 3x x :  :9والعامل المستقل هو  9درجة كثير الحدود هي-. 

 :7حل التمرين 

5لدينا  4 23 2 6P( x ) x x x   ،  

  55 22 3 2 44 2 3 6Q( x ) x x x x x x      ، 

4 33 44 2 2 3 2 4 2 3R x x x( x ) x x x       . 

حساب  (1 Q R P :  

     5 2 4 3 5 4 2

5 2 4

2 3 6 4 2 4 2 3 3 2 6

                  =2 3 6 4 2

Q R P x x x x x x x x x

x x x x

              

    3 5 44 2 3 3 2x x x x     2 6x 

 

أي أن:   5 3 2 = 4 4 4 7Q R P x x x x      . 

Pمعناه أن:  ،Qللحصول على  Pكثير الحدود الواجب إضافته إلى  Sليكن  (2 S Q  :أي 

 5 2 5 4 2

5 2 5 4 2

5 4 2

2 3 6 4 3 2 6

               2 3 6 4 3 2 6

               2 4 6 10

S Q P x x x x x x

x x x x x x

x x x x

         

       

     

 

5هو:  Qللحصول على  P نستنتج أن كثير الحدود الواجب إضافته إلى 4 22 4 6 10S x x x x     . 
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Qمعناه أن:  ،Rللحصول على  Qكثير الحدود الواجب إنقاصه من  Tليكن  (3 T R ، :أي 

 5 2 4 3

5 2 4 3

5 4 3 2

2 3 6 4 2 4 2 3

               2 3 6 4 2 4 2 3

               2 2 4 3 8 7

T Q R x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

          

       

     

 

5هو:  Rللحصول على  Qكثير الحدود الواجب إنقاصه من  4 3 22 2 4 3 8 7T x x x x x     . 

5لنقسم  (4 4 23 2 6P( x ) x x x     على 3x  :باستعمال طريقة هورنر 

 3 -2 0 1 0 6 

3  9 21 63 192 576 

 3 7 21 64 192 582 

4حاصل القسمة هو:  3 23 7 21 64 192x x x x   ، ومنه فإن: 582باقي القسمة هو و 

  4 3 2 582
3 3 7 21 64 192

3
P( x ) x x x x x

x
      


 

4لنقسم  (5 32 4 2 3R( x ) x x x      2على 1x x  :باستعمال القسمة الإقليدية 

4 3 22 4 0 2 3x x x x       2 1x x   

4 3 22 2 2x x x     22 2 4x x     

3 22 2 2 3x x x     

3 22 2 2x x x     

24 0 3x x     

24 4 4x x     

4 1x     

22حاصل القسمة هو:  2 4x x  ، 4باقي القسمة هو و 1x :ومنه فإن ، 

  2 2

2

4 1
1 2 2 4

1

x
R( x ) x x x x

x x


      

 
 

 :8حل التمرين 

1)      2 2 24 7 4 3 5 28 16 3 5x x x x x x        

2 4 3                                 84 140 48 80x x x x      

4 3 2                            140 80     84 48x x x x    .  

2)    2 2 22 5 4 9 7 12 10 8 9 7 12x x x x x x x x            

2                                             19 15 12x x    .  
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3)        2 23 5 2 3 4 1 3 6 9 10 15 4 12 3x x x x x x x x x x              

2 2                                                  6 9 10 15 4 12 3x x x x x x          

2                                                2 12 1  2x x  .  

 :9حل التمرين 

1)        
2 2

2 2 4 3 2 2 3 42 3 2 4 4 9 12 4x x x x x x x x x x           

4                                       4x 3 2 2 3 44 9 12 4x x x x x       

3 2                                     8 8  x x   . 

2)  2 5 43 6
2

16 164 42x x x x x     . 

3)       
2

2 2 2 3 2 4 3 4 3 22 2 3 2 4 2 9 6x x x x x x x x x x x x x            

3 2 4 3 4 3 2                                               2 4 2 9 6x x x x x x x         

4 3 2                                               10 10 5x x x   .  

4)       2 2 2 46255 1 25 1 5 1 25 2 1 11 5x x x x xx       . 

5)        
3 2 23 4 3 4 3 4 3 4 9 24 16x x x x x x         

3 2 2                                           27 72 48 36 96 64x x x x x        

3 2                                27        108 144 64   x x x   .  

 :10حل التمرين 

23باستعمال طريقة هورنر، باقي قسمة كثير الحدود  (1 2 5x x   2علىx   خطأ .0هو . 

لأن:    
2

3 2 2 2 5 12 4 5 13 0      ،  23ليس جذرا لثلاثي الحدود  2أي أن 2 5x x . 

2في كثير الحدود  (2 1 6 7x x   6، مجموع جذريه هو خطأ .7، وجداؤهما هو . 

22لأن:  1 6 7 6 8x x x x   ،  8، وجداؤهما هو 6أي أن: مجموع جذريه هو. 

مجموعة حلول المعادلة  (3  5 3 1 0x x x    :هي 5 1 3S ; ;  . خطأ. 

مجموعة حلول المعادلة   5 3 1 0x x x    :هي 1 0 3S ; ; . 
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 :11حل التمرين 

3كثير الحدود لدينا  (1 22 7 8 4x x x  . 

ير : الجذر الظملاحظة ظاهر لكث جذر ال هذا، ال نا  في مثال ستقل. إذن  مل الم سم العا حد قوا هو أ اهر لكثير حدود 

3الحدود  22 7 8 4x x x    :يكون أحد عناصر المجموعة 4 2 1 1 2 4; ; ; ; ;  . 

3هو جذر لـ  2نلاحظ أن  ❖ 22 7 8 4x x x   :لأن 

     
3 2

2 2 7 2 8 2 4 16 28 16 4 32 32 0          

3سم لنق ❖ 22 7 8 4x x x    على 2x  :باستعمال طريقة هورنر 

 2 -7 8 -4 

2  4 -6 4 

 2 -3 2 0 

22حاصل القسمة هو:  3 2x x ، ومنه فإن:0باقي القسمة هو و ، 

  3 2 22 7 8 4 2 2 3 2x x x x x x       

2 كثير الحدودلدينا  (2 12x x . 

1Sهو: جذري كثير الحدود  نلاحظ أن مجموع ❖  ،  :12وجداءهما هوP  . 

2 كثير الحدودلهو حل ظاهر  3نلاحظ أيضا أن  ❖ 12x x ،  :23لأن 3 12 9 3 12 0     . 

1بتعويض  ❖ 3x   فيS،  :1نتحصل على 2 2 11 1 1 3 4x x x x           . 

إذن:  ❖  2 12 3 4x x x x    . 

1: يمكن أيضا تعويض ملاحظة 3x   فيP، .ونتحصل على نفس النتيجة 

3حلل: لن (3 216 36 48x x x  و   24 3 16 3x x x   :باستعمال الجداءات الشهيرة 

❖    2 2 2316 36 48 4 4 12 9 4 2 3x x x x x x x x      . 

❖        2 24 3 16 3 4 3 16 3x x x x x x        

  2                                 4 3 4x x     

                                    4 3 2 2x x x    .  

 :12حل التمرين 

1)  3 2 23 30 72 3 10 24x x x x x x     . 

2ثلاثي الحدود هي جذر ل 4نلاحظ أن  ❖ 10 24x x ،  :24لأن 10 4 24 16 40 24 0      . 
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2مجموع جذري  ❖ 10 24x x   :10هوS ،  بتعويض
1 4x   فيS،  :نتحصل على

2 6x :أي أن . 

  2 10 24 4 6x x x x    . 

ومنه فإن:  3 23 30 72 3 4 6x x x x x x    . 

2)        
2 2

2 2 2 2 2 24 1 3 3 4 1 3 3 4 1 3 3x x x x x x            
   

 

  2 2                                 4 7 2x x     

   2                                2 2 2 7x x x   .  

3)    
2

6 4 2 2 4 2 2 2162 144 32 2 81 72 16 2 9 4x x x x x x x x        

  
22                                 2 3 2 3 2x x x      

   
2 22                        2 3 2 3        2 x x x  . 

3هو جذر ظاهر لـ  1نلاحظ أن  (4 24 8 5 1x x x  ، نتحصل على:   ،ومنه فإنه باستعمال طريقة هورنر 

     2 23 24 8 5 1 1 4 1 24 1 1x x x x x x x x        . 

 :13حل التمرين 

1) 3 2 3A( x ) x x   1وB( x ) x . 
3 20 2 3x x x     1x   
3 2x x   2 3x x    

2 2 3x x    
2x x    

3 3x     

3 3x     

0    

3ومنه فإن: حاصل قسمة  2 3x x   1علىx   :2هو 3x x ،  :أي أن    21 3A x x x x   . 

 بنفس الطريقة نواصل بقية التمرين:

3حاصل قسمة  (2 1x   1علىx   :2هو 1x x ،  :أي أن    21 1A x x x x   . 

23حاصل قسمة  (3 2 5x x   1علىx   :3هو 5x ، :أي أن     1 3 5A x x x  . 

 :14حل التمرين 

P :هو كثير حدود معرف بـ  4 3 25 13 19 10P x x x x x    . 

1)  

❖   4 3 21 5 1 13 1 19 11 010 1 5 13 19 10P               . 
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❖   4 3 22 5 2 13 2 19 2 10 16 40 52 38 12 0 0P               . 

بما أن  (2 1 0P  و 2 0P ، :فإنه يمكن كتابة 

 

     

  

2

2 2

4 3 2 3 2 2

1 2

        3 2

        3 3 3 2 2 2

P x x x ax bx c

x x ax bx c

ax bx cx ax bx cx ax bx c

    

    

        

  

     4 3 2         3 3 2 2 3 2ax b a x c b a x b c x c          )1( 

( مع 1رنة )بمقا P x  :5  ;  2  ;  1نتحصل علىa b c   ،  2أي 2 5x x   وهو ثلاثي حدود مميزه

 ومنه فإن:سالب، أي لا يمكن تحليله.      21 2 2 5P x x x x x    . 

 :15حل التمرين 

1) P كثير حدود معرف بـ :  3 22 3 1P x x x  . 

❖   3 22 1 3 1 1 2 3 11 0P          . 

❖  1 0P ،  نتحصل على:  ،القسمة الإقليدية أو طريقة هورنراستعمال بإذن 

    21 2 1P x x x x    

22هو جذر ظاهر لثلاثي الحدود  1نلاحظ أن  ❖ 1x x ،  قسمة الإقليدية أو طريقة هورنراستعمال البإذن 

 نتحصل على: ،مرة أخرى  22 1 1 2 1x x x x     . 

من هنا نستنتج أن:  ❖     
2

1 2 1P x x x  . 

2) Q  :كثير حدود معرف بـ  4 22 8 5Q x x x x   . 

❖   4 21 2 1 8 1 2 8 011 5 5Q            . 

❖  1 0Q ،  نتحصل على:  ،استعمال القسمة الإقليدية أو طريقة هورنربإذن 

    3 21 3 5Q x x x x x     

حدود  1نلاحظ أن  ❖ ير ال ظاهر لكث جذر  3هو  2 3 5x x x  ،  قة بإذن ية أو طري سمة الإقليد ستعمال الق ا

نتحصل على:  ،هورنر مرة أخرى  3 2 23 5 1 2 5x x x x x x       . 

❖ 2 2 5x x   :هو ثلاثي حدود مميزه سالب إذن لا يمكن تحليله، ومنه نستنتج أن 

     
2 21 2 5Q x x x x    
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 :16حل التمرين 

P  :3كثير حدود معرف بـ 22 11 18 14P( x ) x x x   . 

لإثبات أن يدية نستعمل القسمة الإقل P x  2قابل للقسمة على 7x : 
3 22 11 18 14x x x     2 7x   
3 22 7x x   2 2 2x x    

24 18 14x x    
24 14x x    

4 14x     

4 14x     

0  

 P x  2قابل للقسمة على 7x  2. حاصل القسمة هو 0 هو ن باقي القسمة الإقليديةلأ 2 2x x  ثي وهو ثلا

مميزه سالب إذن فهو لا يقبل التحليل. ومنه فإن: حدود     22 7 2 2P x x x x   . 

 :17حل التمرين 

P  :كثير حدود معرف بـ  5 4 3 212 23 135 135 23 12P x x x x x x     . 

❖            
5 4 3 2

12 1 23 1 135 1 135 1 2 121 3 1P              

         12 23 135 135 23 1 02        .  

❖            
5 4 3 2

12 3 23 3 135 3 135 33 23 3 12P         

         2916 1863 3645 1215 69 012       .  

❖            
5 4 3 2

12 4 23 4 135 4 135 4 2 124 3 4P              

         12288 5888 8640 2160 092 12        .  

❖      1 0  ;  3 0  ;  4 0P P P    ، إذن:      21 3 4P x x x x ax bx c      . 

❖     3 21 3 4 2 11 12x x x x x x       . أو طريقــة المقارنــة اســتعمال القســمة الإقليديــةب، 

 نتحصل على:      21 3 4 12 1P x x x x x x     . 

❖ 212 1x x   49هو ثلاثي حدود مميزه ،  جذراه فإن  ما: ومنه  1ه

1

3
x  2و

1

4
x  ،  :فإن نه  وم

  2 1 1
12 1 12 3 1 4 1

3 4
x x x x x x

  
         

  
.  

من هنا نستنتج أن:  ❖       1 3 4 3 1 4 1P x x x x x x     . 
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 :18حل التمرين 

P  :كثير حدود معرف بـ  6 5 4 26 35 56 56 35 6P x x x x x x     . 

❖            
6 5 4 2

6 1 35 1 56 1 56 1 35 1 6 6 35 561 56 5 03 6P              . 

 1 0P   هو جذر لـ  1معناه أن P x. 

 :ة أولى نتحصل علىمر باستعمال طريقة هورنر ❖

 6 35 56 0 -56 -35 -6 

1  6 41 97 97 41 6 

 6 41 97 97 41 6 0 

5حاصل القسمة هو:  4 3 26 41 97 97 41 6x x x x x    ، ومنه فإن:0باقي القسمة هو و ، 

    5 4 3 21 6 41 97 97 41 6P x x x x x x x       

نلاحظ أن  ❖ 1   حدود 5هو جذر ظاهر لكثير ال 4 3 26 41 97 97 41 6x x x x x    ،  ستعمال بإذن ا

نتحصل على:  ،طريقة هورنر مرة أخرى     4 3 21 1 6 35 62 35 6P x x x x x x x      . 

نلاحظ أن  ❖ 2   حدود ير ال 4هو جذر ظاهر لكث 3 26 35 62 35 6x x x x   ،  قة بإذن ستعمال طري ا

نتحصل على:  ،هورنر مرة أخرى      3 21 1 2 6 23 16 3P x x x x x x x      . 

نلاحظ أن  ❖ 3   حدود ير ال ظاهر لكث جذر  3هو  26 23 16 3x x x  ،  هورنر بإذن قة  ستعمال طري ا

نتحصل على:  ،مرة أخرى       21 1 2 3 6 5 1P x x x x x x x      . 

❖ 26 5 1x x   1هو ثلاثي حدود مميزه ، فإ ما: ومنه  جذراه ه 1ن 

1

3
x   2و

1

2
x  ،  :فإن نه  وم

  2 1 1
6 5 1 6 3 1 2 1

3 2
x x x x x x

  
         

  
. 

من هنا نستنتج أن:  ❖        1 1 2 3 3 1 2 1P x x x x x x x      . 

 :19حل التمرين 

22لدينا العبارات التالية:  (1 4 30x x  ، 
2

2 1 16x  
 

و   2 3 5x x . 

❖         
2

2 1 16 2 1 4 1 4 2 3 5x x x x x                 
 

 2 2                       2 2 15 2 4 30xx xx      .  

❖     2 22 3 5 2 2 4 302 15x x x x x x       .  

 :ومنه فإن    
2 22 1 16 2 3 5 2 4 30x x x x x        

 
. 
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لحساب   ❖ 0f :نستعمل عبارة ،  22 4 30f x x x   :فنتحصل على . 0 30f  . 

لحساب  ❖ 3f و 5f  :نستعمل عبارة ،    2 3 5f x x x   :فنتحصل على . 

 3 0f ، و 5 0f   

لحساب  ❖ 1f  نستعمل عبارة ،   
2

2 1 16f x x   
 

 ، فنتحصل على: 

   2 161 32f      

لحساب  ❖ 2f  نستعمل أي عبارة من عبارات ، f x :فنتحصل على ، 

     
2

2 2 4 2 30 8 82 3 300f          

2)  

❖   22 22 1 44 4 1 5x xx x x       . 

2إذن:  4 5x x  و 
2

2 1x    تمثلان نفس ثلاثي الحدودg. 

لنأخذ عبارة  ❖   
2

2 1g x x  .  

لدينا: ،xمن أجل كل  
2

2 0x  ، أي : 
2

2 1 1x    ي أ 
2

2 1 0x    جل من أ نه  نه فإ . وم

لدينا: ،xكل   0g x . 

لنأخذ عبارة  ❖  2 4 5g x x x   .g  لا يمكن تحليلهو ثلاثي حدود مميزه سالب ومنه فإنه g. 

 :20حل التمرين 

ظة حدودملاح ثي  موذجي لثلا شكل الن هو:  f : ال

2 2 4

2 4

b b ac
a x

a a²

  
   

   

0aمع    ته كن كتاب ، ويم

 أيضا: 
2

a x  





حيث:  
2

b

a
  و ،

2 4

4

b ac

a²


  . 

22العبارة  (1 3 1x x   2هي من الشكلax bx c ،  إذن فهي عبارة مرتبة ومختزلة لثلاثي حدود وليست

 الشكل النموذجي لثلاثي حدود.

العبــارة  (2 
2

3 1 4x    :هــي مــن الشــكل 
2

a x   
 

3a  ;  1  ;  4مــع:       إذن فهــي .

 بالفعل تمثل شكل نموذجي لثلاثي حدود.

العبارة  (3  7 2 5x x   :ليست من الشكل 
2

a x   
 

موذجي لثلاثي  شكل ن ثل  هي لا تم ، إذن ف

 حدود، بل تمثل تحليلا لثلاثي حدود.
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العبـارة  (4 
2

3 7x    :هــي مــن الشــكل 
2

a x   
 

1a  ;  3  ;  7مــع:         .  إذن

 فهي بالفعل تمثل شكل نموذجي لثلاثي حدود.

العبــارة  (5 
2

4 9x   :يمكــن كتابتهــا 
2

4 9 0x  ، مــن الشــكل: إذن  هــيف 
2

a x   
 

مــع:  

0  ;  9  ;  4a      .ثل ها تم ما أن حدود. ك موذجي لثلاثي  شكل ن ثل  فس  ،إذن فهي بالفعل تم في ن

 تحليلا له. ،الوقت

ــارة  (6 22العب 5x   :ــا ــن كتابته يمك   
2

2 0 5x   ،  :ــكل ــن الش ــي إذن م فه 
2

a x   
 

ــع:   م

5  ;  0  ;  2a      . .إذن فهي بالفعل تمثل شكل نموذجي لثلاثي حدود 

 :21حل التمرين 

ليكن (1  22 7 3f x x x   .f  2من الشكلax bx c ،  :2  ;  7  ;  3معc b a  . 

هو:  fحدود الالشكل النموذجي لثلاثي 

2 2 4

2 4

b b ac
a x

a a²

  
   

   

0aمع   . 

❖ 
7

2

7

2 42

b

a
 


. 

❖ 
22 7 4 2 3 49 24

4 2

4 5

4 1616

2b ac

²a²

  
  



 
. 

❖  
2 2 22 4 7 25 7 25

2 2
2 4 4 16 4 8

b b ac
f x a x x x

a a²

        
                

           

. 

22إذن: الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  7 3x x   :هو

2
7 25

2
4 8

x
 

  
 

.  

 نفس الطريقة نكمل بقية التمرين.ب

23الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  (2 10 8x x   :هو

2
5 49

3
3 3

x
 

  
 

. 

2الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  (3 4 5x x    :هو 
2

2 1x  . 
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 :22حل التمرين 

ليكن (1  2 5 14f x x x   .f  2من الشكلax bx c ،  :1  ;  5  ;  14معc b a   . 

هو:  fالشكل النموذجي لثلاثي الحدود 

2 2 4

2 4

b b ac
a x

a a²

  
   

   

0aمع   . 

❖ 
5

2

5

2 21

b

a
 


. 

❖ 
 22 5 4 1 14 25 56

4 1

4 81

4 44

b ac

a ²²

    
  




. 

❖  
2 2 22 4 5 81 5 81

1
2 4 2 4 2 4

b b ac
f x a x x x

a a²

        
                

           

. 

إذن: 

2
5 81

2 4
x

 
  

 
2الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  هو  5 14x x .  

❖ 
2 2 2

5 81 5 9 5 9 5 9

2 4 2 2 2 2 2 2
x x x x

        
                 

        
  

  
4 14

2 7
2 2

                     x x x x
  

       
  

.  

إذن:   2 7x x   2هو تحليل لـ 5 14x x . 

 بنفس الطريقة نكمل بقية التمرين.

2) 23 3 36x x   

❖ 
2

1 49

2 4
x

 
  

 
23الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  هو  3 36x x  .  

❖   3 4 3x x    23هو تحليل لـ 3 36x x  . 

3) 22 4 7x x  

❖  
2

2 1 5x   22الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  هو 4 7x x .  

❖    
2 2

2 1 5 2 1 5x x      . 

لدينا  ،xوهي عبارة غير مقبولة لأنه من أجل كل  
2

2 1 0x   . 

22تحليل ومنه فإنه لا يمكن  4 7x x . 
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 :23حل التمرين 

1) g هو كثير حدود شكله النموذجي :   
2

3 1 9g x x   
 

. 

❖        
2 2 2 23 1 9 3 2 1 9 3 2 8 3 6 24g x x x x x x x x             

 
. 

❖           
2

3 1 9 3 1 3 1 3 3 4 2g x x x x x x                  
. 

23إذن:  6 24x x   هو الشكل المنشور والمرتب لـg و ،  3 4 2x x   هو تحليل لـg.  

2)  

لحساب  ❖ 0g  نستعمل الشكل المنشور لـgل على: ، فنتحص 0 24g  . 

لحساب  ❖ 1g  نستعمل الشكل النموذجي لـg :فنتحصل على ، 1 27g  . 

لحساب  ❖ 4g  نستعمل تحليلg :فنتحصل على ، 4 0g . 

لحساب  ❖ 2g  نستعمل أي شكل من أشكالgى: ، فنتحصل عل 2 18 6 2g   . 

لحل المعادلة  (3  0g x  نستعمل تحليل ،g :فنتحصل على ، 

    0 3 4 2 0g x x x      4أي 0x    2أو 0x   4، أيx   2أوx   ــة . إذن مجموع

حلول المعادلة   0g x   :هي 2 4S ; . 

 :24حل التمرين 

كثير الحدود المعرف بـ:  Pليكن   2 2 1P x x x   . 

         
2

1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 11 2P               

              3 2 2   2 2 2  01  . 

 1 2 0P    1معناه أن 2  2هو جذر لـ 2 1x x  . 

 :25حل التمرين  

و 1لكي يكون  3  :شكل من ال له  كون تحلي جب أن ي حدود، ي جذران لثلاثي   1 3a x x   معa 

0aو . 

1aبأخذ   :نتحصل على ، 

     21 3 2 3f x x x x x      و 1، وهو ثلاثي حدود جذراه 3.  
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 :26حل التمرين 

1) f  :كثير حدود معرف بـ  22 8 4f x x x  . 

لأن:  خطأ. fهو جذر لـ  1 ❖ 1 0f   :فـ  21 2 1 8 1 4 2 8 4 10f          . 

❖  1  هو جذر لـf .لأن:  خطأ 1 0f    :فـ     
2

1 2 1 8 1 4 2 8 4 6f          . 

❖  
2

2 2 6x  
 

 لأن:  صحيح. fلنموذجي لـ هو الشكل ا 

       
2 2 2 22 2 6 2 4 4 6 2 4 2 2 8 4x x x x x x x f x             

 
 

2) g  :كثير حدود معرف بـ    2 3 2g x x x  . 

لأن:  خطأ. gهو جذر لـ  2 ❖ 2 0g   :فـ      2 2 2 3 2 2 2 1 4 8g        . 

❖  4 12g  .لأن:  صحيح    2 4 3 4 24 11 22 6g       . 

❖ 24 4 24x x   هو نشر لـg .لأن: خطأ 

      2 22 3 2 2 2 3 6 2 2 12g x x x x x x x x          

 :27حل التمرين 

f حدود معرف بـ:  كثير  3 2 7 5f x x x x   . 

1)   3 21 1 7 1 51 1 1 7 5 0f           . 

بما أن  (2 1 0f  فإنه يمكن كتابة ،    21f x x ax bx c   . 

    

   

2 3 2 2

3 2

1

        

f x x ax bx c ax bx cx ax bx c

ax b a x c b x c

         

     
 

ــون  ــي يك لك   3 2ax b a x c b x c     3و 2 7 5x x x   ــاويان ــاملات متس ــون مع ــب أن تك ، يج

 حدودهما من نفس الدرجة متساوية، ومنه فإن: 

1 1 1

1 1 2

7 7 5

5 5 5

a a a

b a b a b

c b c b c

c c c

    
        

   
         

         

 

نستنتج أن:     21 2 5f x x x x   . 

في الجملة السابقة، فهذا معناه أنه لا يمكن كتابة  c: لو أننا تحصلنا على قيمتين مختلفتين لـ ملاحظة f x  على

الشكل     21f x x ax bx c   . 
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 :28حل التمرين 

f  :كثير حدود معرف بـ  3 22 8 16 64f x x x x   . 

1)  

كون ، وفي مثالنا هذاxنعلم أن الجذر الظاهر لثلاثي حدود هو دائما أحد قواسم عامله المستقل عن  ❖ ، لكي ي

  ـــ جــذرا ظــاهرا ل f x ــدد ــن قواســم الع ، يجــب أن يكــون م 64 :ــة ، أي يجــب أن ينتمــي للمجموع

 64 32 16 4 2 1 1 2 4 16 32 64; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;     . 

جدول قيم لـ بإجراء  ❖ f x يل يوتر لرسم التمث سبة أو جهاز كمب ستعمال حا ، أو با

لة  ياني للدا حظ أن fالب 4، نلا    لـ ظاهر  حل  هو  f x بين بل ي سم المقا . والر

 ذلك. لنتأكد من ذلك حسابيا: 

       
3 2

4 2 4 8 4 16 4 64 128 128 64 64 0f               

4إذن     هو الحل الظاهر لـ f x. 

بما أن  (2 4 0f   فإنه يمكن كتابة    24f x x ax bx c   . 

    

   

2 3 2 2

3 2

4 4 4 4

        4 4 4     (1)

f x x ax bx c ax bx cx ax bx c

ax b a x c b x c

         

     
 

3( مع 1بمقارنة ) 22 8 16 64x x x  :نتحصل على ، 

2 2
2

4 8 8 4
0

4 16 16 4
16

4 64 16

a a
a

b a b a
b

c b c b
c

c c

  
      

    
              

 

نستنتج أن:     24 2 16f x x x  . 

لإيجاد جميع جذور  (3 f x :يجب حل المعادلة ،  0f x . 

       2 20 4 2 16 0 2 4 8 0f x x x x x          4أي أن 0x    2أو 8 0x    أي

4x    أو  2 2 2 2 0x x    4أيx    2أو 2x   2أو 2x   . 

نستنتج أن جذور  f x  :هي 4 ، 2 2 2و 2. 
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1)  
2 2 22x x x       . )1(  

2( مع 1بمقارنة ) 4 2x x :نتحصل على ، 

2 2

2

2

2 4 2

2 2

       
   

   

 

    
 

  إذن يمكننا كتابة: 
22 4 2 2 2x x x    . 

 لدينا:  (2

    22 4 2 2 2 2 2 2 2x x x x x          

ومنه فإن:   2 2 2 2x x     2هو تحليل لـ 4 2x x . 

❖   2 4 2 0 2 2 2 2 0x x x x          :2معناه 2x    2أو 2x   . 

2ومنه فإن مجموعة حلول المعادلة  4 2 0x x    :هي 2 2 2 2S ;  . 

3)  

نلاحظ أن:  ❖ 2 24 5 4 2 3x x x x      :وبما أن ، 
22 4 2 2 2x x x    :فإن ، 

   
2 22 4 5 2 2 3 2 1x x x x         

أي:  
22 4 5 2 1x x x    . 

 لدينا: xنعلم أنه من أجل كل  ❖ 
2

2 0x   :ومنه فإن ، 
2

2 1 1x   أي ،  
2

2 1 0x    .

2المعادلة ومنه فإن:  4 5 0x x   ليس لها حلول. 

 :30حل التمرين 

1)      
2 22 22 4 8 2 2 4 2 1 1 4 2 1 3x x x x x x              

   
. 

إذن  
2

2 1 3x  
 

22هو الشكل النموذجي لـ   4 8x x . 

لدينا:  xنعلم أنه من أجل كل  ❖ 
2

1 0x   :ومنه فإن ، 
2

2 1 3 6x   
 

،  

أي:  
2

2 1 3 0x   
 

22، ومنه فإن:  4 8 0x x    من أجل كلx. 

2) 
2 2

2 2 1 1 1 1 1 1 11
3 1 3 3 3

3 3 6 36 3 6 36
x x x x x x

        
                   

           

. 

إذن 

2
1 11

3
6 36

x
  

   
   

23هو الشكل النموذجي لـ   1x x . 
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لدينا:  xنعلم أنه من أجل كل  ❖

2
1

0
6

x
 

  
 

، ومنه فإن: 

2
1 11 11

3
6 36 12

x
  

    
   

 ، 

أي: 

2
1 11

3 0
6 36

x
  

    
   

23، ومنه فإن:  1 0x x    من أجل كلx. 

 :31حل التمرين 

1) 
2

2 2 11
3 4 5 3

3 9
x x x

  
      

   

. 

كل  ❖ جل  من أ نه  لم أ لدينا:  xنع

2
2

0
3

x
 

  
 

فإن:  نه  ، وم

2
2 11

3 0
3 9

x
  

    
   

فإن نه   ، وم

 :جدول الإشارة يكون كالتالي

x      
23 4 5x x  +  

2)  
2

2 5 9 5 3 5 3 1
2 5 2 2 2 2 2

4 16 4 4 4 4 2
x x x x x x x

       
                   

        

. 

22ومنه فإن:  5 2x x   :2ينعدم من أجل 0x    2أيx ،  أو
1

0
2

x    أي
1

2
x . جدول  ومنه فإن

 الإشارة يكون كالتالي:

x    
1

2
  2    

2x          0 + 
1

2
x       0 +  + 

22 5 2x x  + 0   0 + 

3) 
2

2 1
4 4 1 4

2
x x x

 
      

 
. 

24ومنه فإن:  4 1x x   :ينعدم من أجل
1

0
2

x    أي
1

2
x ، جدول الإشارة يكون كالتالي: ومنه فإن 

x    
1

2
   

24 4 1x x      0     
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الدالة  (1
1f   :معرفة بـ   

2

1 2 3 1f x x   . 

❖      
2 2

1

22 3 1 2 6 2 12 199 1x x xf x x x            . 

❖ 2a   0، أيa  التمثيل البياني للدالة ، ومنه فإن
1f "(.1) هو قطع مكافئ "متجه نحو الأسفل 

1قمته  ❖
2 2

b b
S ; f

a a

  
   

  
، أي:  3 1S ;  (2.) 

 .1fهو التمثيل البياني للدالة  3الشكل  :( نستنتج أن2( و)1من ) ❖

معرفة بـ:   2fالدالة  (2   
2

2 2 3 1f x x   . 

❖      
2 2

2

22 3 1 2 6 2 12 179 1x x xf x x x            . 

❖ 2a   0، أيa  2التمثيل البياني للدالة ، ومنه فإنf ( "1هو قطع مكافئ "متجه نحو الأسفل.) 

2قمته  ❖
2 2

b b
S ; f

a a

  
   

  
، أي:  3 1S ; (2.) 

 .2fهو التمثيل البياني للدالة  2الشكل : ( نستنتج أن2( و)1من ) ❖

رفة بـ: مع  3fالدالة  (3   
2

3 2 3 1f x x  . 

❖      
2 2

3

22 3 1 2 6 9 1 2 12 17f x x xx x x          . 

❖ 2a  0، أيa  3التمثيل البياني للدالة ، ومنه فإنf ( "1هو قطع مكافئ "متجه نحو الأعلى.) 

3قمته  ❖
2 2

b b
S ; f

a a

  
   

  
أي:  ، 3 1S ;  (2.) 

 .3fهو التمثيل البياني للدالة  1الشكل : ( نستنتج أن2( و)1من ) ❖

معرفة بـ:   4fالدالة  (4   
2

4 2 3 1f x x  . 

❖      
2 2

4

22 3 1 2 6 9 1 2 12 19f x x xx x x          . 

❖ 2a ،  0أيa  4التمثيل البياني للدالة ، ومنه فإنf ( "1هو قطع مكافئ "متجه نحو الأعلى.) 

4قمته  ❖
2 2

b b
S ; f

a a

  
   

  
، أي:  3 1S ; (2.) 

 .4fة هو التمثيل البياني للدال 4الشكل : ( نستنتج أن2( و)1من ) ❖
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بـ:  معرفة على  fالدالة    
2

2 3 4f x x  . 

1)  

     
2 222 3 4 2 12 22 9 4 26f x x x x x x        

لدينا:  ❖  22 12 22f x x x    :2معa  ،12b   22وc  :ومنه فإن 

• 
12 12

3
2 2 2 4

b

a


    


 

•   23 2 3 12 3 22 4
2

b
f f

a

 
        
 

 

0aوبما أن  ❖   فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     3    

 f x  
  

 

4 

 

 لدينا:  xمن أجل كل  (2

       
2 2 2

3 0 2 3 0 2 03 4 4x x xx f          

 .xموجبة من أجل كل  fالدالة ومنه نستنتج أن 

3)  

1لدينا  ❖ 2 ما أن الدا، و ما على  fلة ب متناقصة تما 3;  ما على ها متناقصة تما فإن 1 2; نه ، وم

فإن:    1 > 2f f. 

4لدينا  ❖ 5 لة ما أن الدا لى  f، وب ما ع يدة تما متزا 3; يدة ت ها متزا لى فإن ما ع ما 4 فإن: ;5 نه  ، وم

   4 < 5f f. 

2لدينا  ❖ 6 و ، 2 3;   لة يه الدا كون ف جال ت هو م ما، و f، و صة تما متناق 6 3;  ، هو و

جال تكـون فيـه الدالـة  يدة تمامـا،  fم كن المقارنـة بـين ومنـه فإنـمتزا ه لا يم 2f  و 6f  بـدون إجـراء

 حسابات.

4)  3;   معناه 1 3;    وبما أن الدالة ،f  متناقصة تماما على 3;  :فإن 

   1f f   . 
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1)   22 7 5f x x x    :2معa  ،7b  5وc  :ومنه فإن 

• 
7 7

2 2 2 4

b

a
 


 

• 27 4 2 5 49 40 9         

•  
2 2

7 9 7 9
2 2

4 16 4 8
f x x x

    
         

     

 

إذن  ❖

2
7 9

2
4 8

x
 

  
 

22هو الشكل النموذجي لـ   7 5x x . 

• 
7 7

2 2 2 4

b

a
    


 

• 
2

7 7 7 49 49 49 98 40 9
2 7 5 5

2 4 4 4 8 4 8 8 8 8

b
f f

a

       
                      
       

. 

2وبما أن  ❖ 0a    فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     7
4

      

22 7 5x x    
  

9
8

   

 

❖ 
2 2 2

2 7 9 7 3
2 7 5 2 2

4 16 4 4
x x x x

        
               

           

  

 
7 3 7 3 5

2 2 1
4 4 4 4 2

x x x x
    

           
    

. 

 
5

2 1
2

x x
 

  
 

22هو تحليل لـ   7 5x x . 

22نلاحظ أن   7 5x x   1ينعدم من أجلx    أو
5

2
x   شارة، ومنه فإن جدول 22 إ 7 5x x   كون ي

 كالتالي:

 

 

 

 

 

 

 

x    5
2

  1    

5

2
x      0 + +  

1x        0 + 
22 7 5x x      0    0    
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 نستنتج أن:

❖ 22 7 5 0x x    عندما يكون
5

1
2

x ;
 

   
 

، 

❖ 22 7 5 0x x    عندما يكون 
5

1
2

x ; ;
 

      
 ، 

❖ 22 7 5 0x x    عندما يكون
5

1
2

x ;
 

    
. 

2)   23 6 7f x x x    :3معa  ،6b   7وc  :ومنه فإن 

• 
 6

1
2 2 3

b

a


  


 

•  
2

6 4 3 7 36 84 48           

•    
 

   
2 2 2

2

48 12
3 1 3 1 3 1 4

4 3 9
f x x x x

   
              

. 

إذن  ❖ 
2

3 1 4x    23هو الشكل النموذجي لـ 6 7x x . 

• 
 6

1
2 2 3

b

a


   


 

•   21 3 1 6 1 7 3 6 7 4
2

b
f f

a

 
           
 

. 

3وبما أن   ❖ 0a    فإن جدول تغيرات الدالةf  كالتالي:يكون 

x     1     

23 6 7x x    

  

 

4   

 

لدينا،  xمن أجل كل  ❖ 
2

1 0x    :ومنه فإن 
2

3 1 4 4x     :أي 
2

3 1 4 0x    نه . وم

23نستنتج أن:  6 7 0x x    من أجل كلx. 

3)   22 3f x x x     :2معa   ،1b   3وc  :ومنه فإن 

• 
 

1 1

2 2 2 4

b

a


 


 

•    
2

1 4 2 3 1 24 25          

•  
2 2

1 25 1 25
2 2

4 16 4 8
f x x x

    
           

     
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إذن  ❖

2
1 25

2
4 8

x
 

   
 

22هو الشكل النموذجي لـ  3x x  . 

• 
 

1 1

2 2 2 4

b

a


    


 

• 
2

1 1 1 1 1 1 2 24 25
2 3 2 3

2 4 4 4 16 4 8 8 8 8

b
f f

a

         
                          
         

. 

2وبما أن  ❖ 0a     فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     1
4

      

22 3x x     
 25

8
  

 

 

❖ 
2 2 2

2 1 25 1 5
2 3 2 2

4 16 4 4
x x x x

        
                  

           

  

 
1 5 1 5 3

2 2 1
4 4 4 4 2

x x x x
    

             
    

. 

 
3

2 1
2

x x
 

   
 

22هو تحليل لـ  3x x  . 

22نلاحظ أن   3x x    جل من أ 1xينعدم    أو
3

2
x   شارة جدول إ فإن  نه  22، وم 3x x    كون ي

 كالتالي:

 

 

 

 

 

 

 نستنتج أن:

❖ 22 3 0x x     عندما يكون
3

1
2

x ;
 

  
 

، 

❖ 22 3 0x x     عندما يكون
3

1
2

x ;
 

   
، 

❖ 22 3 0x x     عندما يكون 
3

1
2

x ; ;
 

     
. 

 

x    
3

2
  1   

3

2
x     0 + + 

1x        0 + 

 
3

1
2

x x
 

  
 

  + 0   0 + 

22 3x x       0 + 0    
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4)   2 2 8f x x x    :1معa  ،2b   8وc   :ومنه فإن 

• 
2

1
2 2 1

b

a


  


 

•    
2

2 4 1 8 4 32 36           

•      
2 236

1 1 1 9
4

f x x x
 

       
 

إذن  ❖ 
2

1 9x   2 النموذجي لـ هو الشكل 2 8x x .  

• 
2

1
2 2 1

b

a


   


 

•   21 1 2 1 8 1 2 8 9
2

b
f f

a

 
           
 

. 

1وبما أن  ❖ 0a    فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     1     

2 2 8x x    
  

9   

 

❖        
22 2 8 1 9 1 3 1 3 4 2x x x x x x x             . 

  4 2x x  2 هو تحليل لـ 2 8x x . 

2نلاحـظ أن   2 8x x   4ينعــدم مـن أجــلx   2أوx   2، ومنـه فــإن جـدول إشــارة 2 8x x   يكــون

 كالتالي:

 

 

 

 نستنتج أن:

❖ 2 2 8 0x x    عندما يكون 2 4x ; ، 

❖ 2 2 8 0x x    عندما يكون   2 4x ; ;    ، 

❖ 2 2 8 0x x    عندما يكون 2 4x ; . 

5)   25 4 3f x x x     :5معa   ،4b  3وc   :ومنه فإن 

• 
 
4 2

2 2 5 5

b

a
  


 

•   24 4 5 3 16 60 44          

 

 

x    2  4    
2x     0 + + 

4x        0 + 
2 2 8x x      0    0    
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•  
 

 

2 2 2

2

442 2 11 2 11
5 5 5

5 5 25 5 54 5
f x x x x

        
                   

           

 

إذن  ❖

2
2 11

5
5 5

x
 

   
 

25 لشكل النموذجي لـهو ا  4 3x x  .  

• 
 
4 2

2 2 5 5

b

a
   


 

• 
2

2 2 2 4 8 15 11
5 4 3

2 5 5 5 5 5 5 5

b
f f

a

       
                  
       

. 

5وبما أن  ❖ 0a     فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     2
5

     

25 4 3x x     
 11

5
   

 

 

لدينا،  xمن أجل كل  ❖

2
2

0
5

x
 

  
 

ومنه فإن:  

2
2

5 0
5

x
 

   
 

 أي: 

2
2 11 11

5
5 5 5

x
 

     
 

25تج أن: . ومنه نستن 4 3 0x x     من أجل كلx. 

6)   22 4 5f x x x   :2، معa  ،4b   5وc   :ومنه فإن 

• 
4

1
2 2 2

b

a


  


 

•    
2

4 4 2 5 16 40 56          

•        
2 2 2

2

56 7
2 1 2 1 2 1 7

4 2 2
f x x x x

   
              

 

إذن  ❖ 
2

2 1 7x    22هو الشكل النموذجي لـ 4 5x x .  

• 
4

1
2 2 2

b

a


   


 

•   21 2 1 4 1 5 2 4 5 7
2

b
f f

a

 
            
 

. 

2وبما أن  ❖ 0a    فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     1     

22 4 5x x    
  

7   
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❖  
22 7 7 7

2 4 5 2 1 2 1 1
2 2 2

x x x x x
   

                
. 

7 7
2 1 1

2 2
x x

  
     

  
22و تحليل لـ ه  4 5x x . 

22نلاحـــظ أن   4 5x x   ـــل ـــن أج ـــدم م ينع
7

1
2

x    أو
7

1
2

x   ـــارة ـــإن جـــدول إش ـــه ف ، ومن

22 4 5x x  :يكون كالتالي 

 

 

 

 

 

 نستنتج أن:

❖ 22 4 5 0x x    عندما يكون
7 7

1 1
2 2

x ;
 

   
 

، 

❖ 22 4 5 0x x    عندما يكون
7 7

1 1
2 2

x ; ;
   

       
   

 ، 

❖ 22 4 5 0x x    عندما يكون
7 7

1 1
2 2

x ;
 

   
 

. 

 :35حل التمرين 

بـ:   معرفة على  fالدالة   23 6 2f x x x  . 

1) f  :3كثير حدود معa  ،6b  2وc   3. وبما أن 0a   فإن ، fC للدالة  التمثيل البيانيf  هو

قطع مكافئ متجه نحو الأعلى، قمته هي النقطة   0 0S x ; f x  :حيث 

❖ 0

6

2
1

6

b

a
x      . 

❖        0

2
51 3 1 6 1 2 3 6 2

2
f

b
f

a
x f

 
             





. 

إذن قمة  fC  هي النقطة 1 5S ; . 

ونعلم أن  ❖ fC له محور تناظر هو المستقيم d  :1الذي معادلتهx  . 

 

x    
7

1
2

  
7

1
2

    

7
1

2
x      0 + + 

7
1

2
x         0 + 

22 4 5x x      0    0    
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نسـتطيع رســم  ❖ fC  :بسـهولة بأخــذ بعــض القـيم الظــاهرة، فمــثلا

 0 2f   و 1 7f . 

يمثل المقابل الشكل  ❖ fC المستقيم وd. 

لة  (2 حل المعاد  0f x   قاطع قاط ت جاد فواصل ن لى إي عود إ يا ي بيان

 fC  هذه حظ أن  بل نلا شكل المقا خلال ال من  صل، و حور الفوا مع م

2: هي النقاط فواصلها على الترتيب 29, 0و 29, . 

ومنه فإن: مجموعة حلول المعادلة   0f x   :هي 2 29 2 29, ; ,. 

 

 :36حل التمرين 

بـ:   معرفة على  fالدالة   22 3 5f x x x  . 

1) f  :2كثير حدود معa  ،3b  5وc   2. وبما أن 0a   فإن ، fC  التمثيل البياني للدالةf  هو

قطع مكافئ متجه نحو الأعلى، قمته هي النقطة   0 0S x ; f x  :حيث 

❖ 0
2

3

4

b

a
x    . 

❖  0

2
3 3 3 9 18 40

2 3 5
2 4 4 4 8 8 8

49

8

b
f f

a
f x

       
                   

    


  
. 

إذن قمة  fC  هي النقطة
3 49

4 8
S ;
 
  
 

. 

ونعلــم أن  ❖ fC  ــه محــور تنــاظر هــو المســتقيم ــه:  dل ــذي معادلت ال

3

4
x  . 

ــم  ❖ نســتطيع رس fC ــه ــثلا: بس ــيم الظــاهرة، فم ــذ بعــض الق ولة بأخ

 0 5f  ،  1 0f  ، 1 6f    ، 2 3f    

و 3 4f  . 

المقابل يمثل  الشكل ❖ fC المستقيم وd. 

لة  (2 حل المعاد  0f x   قاطع قاط ت صل ن جاد فوا لى إي عود إ يا ي بيان

 fC  :هي يب  قاط فواصلها على الترت هذه الن بل نلاحظ أن  شكل المقا خلال ال مع محور الفواصل، ومن 

2 5, ومنه فإن: مجموعة حلول المعادلة 1و .  0f x   :هي 2 5 1, ;. 
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حل المتراجحة  (3  0f x   من  فواصلبيانيا يعود إلى إيجاد النقاط  fC تي مي أو ال حت تنت قع ت  محور ت

سابق الفواصل. يوترو ،ومن خلال الشكل ال سبة أو جهاز كمب ستعمال حا قاط فواصلها  ،با هذه الن نلاحظ أن 

2محصورة بين:  5, مجموعة حلول المتراجحة . ومنه فإن: 1و  0f x  هي: المجال 2 5 1, ;. 

 :37حل التمرين 

بـ:   على  رفةمع fالدالة   22 4 3f x x x   . 

1) f  :2كثير حدود معa   ،4b  3وc . 

• 
 
4

1
2 2 2

b

a
   


 

•   21 2 1 4 1 3 2 4 3 5
2

b
f f

a

 
             
 

. 

2وبما أن  ❖ 0a     فإن جدول تغيرات الدالةf :يكون كالتالي 

x     1     

22 4 3x x     
 5   

 

 

2)  

ما أن  ❖ 2ب 0a    فإن  ، fC  لة ياني للدا يل الب هو  fالتمث

قطع مكافئ متجه نحو الأسفل، قمته هي النقطة  1 5S ;. 

ــم أن  ❖ ونعل fC  ــتقيم ــو المس ــاظر ه ــور تن ــه مح ــذي  dل ال

1xمعادلته:  . 

نستطيع رسم  ❖ fC  :بسهولة بأخذ بعض القيم الظاهرة، فمثلا

 0 3f و 1 3f   . 

المقابل يمثل  الشكل ❖ fC المستقيم وd. 
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 :38حل التمرين 

بـ:   على  معرفتان gو fالدالتان   2 4 5f x x x    و  2g x x . 

1)  

❖ f  :1كثير حدود معa   ،4b  5وc   1. وبما أن 0a    فإن ، fC  التمثيل البياني للدالةf 

، قمته هي النقطة الأسفلهو قطع مكافئ متجه نحو   0 0S x ; f x  :حيث 

• 
 0

4

2 2
2

1

b

a
x     


. 

•     2

0 2 2 4 2 5
2

1
a

f
b

f fx
 

         
 

 . 

إذن قمة  fC  هي النقطة 2 1S ;. 

ونعلم أن  • fC  له محور تناظر هو المستقيمd ت لذي معادل ه: ا

2x . 

نستطيع رسم  • fC  :مثلا ظاهرة، ف قيم ال عض ال بسهولة بأخذ ب

 0 5f  ،  1 10f   ، و 1 2f  . 

ياني  gالدالة  ❖ هي دالة تآلفية، تمثيلها الب gC  كن ستقيم يم هو م

رســمه مــن خــلال نقطتــين، وذلــك بأخــذ قيمتــين ظــاهرتين، فمــثلا: 

 0 2g  و 2 0g . 

الشكل المقابل يمثل كلا من  ❖ fC و gC. 

2)  

حل المتراجحة  ❖  0f x   بيانيا يعود إلى إيجاد فواصل النقاط من fC محور الفواصل.  التي تقع فوق

ومن خلال الشكل، نلاحظ أن  fC فإن:  دائما يقع  المتراجحةتحت محور الفواصل. ومنه   0f x   ليس

 .لها حلول

حة  ❖ حل المتراج  2f x    من قاط  صل الن جاد فوا لى إي عود إ يا ي بيان fC تي مي أو ال حت تنت قع ت  ت

2yالمستقيم الذي معادلته    ومن خلال الشكل السابق نلاحظ أن . fC حت قع ت ته  ي لذي معادل ستقيم ا الم

2y    كون ندما ي 1xع   3أوx   :فإن نه  حة . وم لول المتراج عة ح مجمو  2f x  جال  هي: الم

   1 3; ; . 
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حل المتراجحة  ❖   f x g x  من قاط  بيانيا يعود إلى إيجاد فواصل الن fC  حت قع ت مي أو ت تي تنت ال

 gC  ومن خلال الشكل، نلاحظ أن . fC  حت ما ت قع دائ ي gC :فإن نه  حة مجموعة حلول المتراج. وم

   f x g x:هي . 

 :39حل التمرين 

بـ:   على  معرفتان gو fالدالتان   2 3 5f x x x   و  2 2g x x x   . 

1)  

❖ f  :1كثير حدود معa  ،3b  5وc   1. وبما أن 0a   فإن ، fC  التمثيل البياني للدالةf  هو

نقطة ، قمته هي الالأعلىقطع مكافئ متجه نحو   0 0S x ; f x  :حيث 

• 
 0

3

22 2 1

3b

a
x      . 

•  
2

0

3 3 3 9 9 9 18 20
3 5 5

2

2 2 2 2 4 2

9

44
f

b
f f

a
x

        
                    

    


  
. 

إذن قمة  fC  هي النقطة
3 29

2 4
S ;
 
  
 

. 

ونعلم أن  • fC  له محور تناظر هو المستقيمd  :الذي معادلته
3

2
x  . 

ـــم  • ـــتطيع رس نس fC  :ـــثلا ـــاهرة، فم ـــيم الظ ـــض الق ـــذ بع ـــهولة بأخ بس 0 5f  ،  1 1f  ، 

و 2 5f . 

❖ g :1 كثير حدود معa   ،1b  2وc  1. وبما أن 0a    فإن  ، gC  لة ياني للدا يل الب  gالتمث

، قمته هي النقطة الأسفلهو قطع مكافئ متجه نحو   0 0S' x ;g x يث: ح 

• 
 0

1

1 22 2

1b

a
x     


. 

•  0

2
1 1 1 1 1 1 2 8

2 2
2 2 2 2 4 2 4

9

4
g

b
g gx

a

       
                 

     
. 

إذن قمة  gC  هي النقطة
1 9

2 4
S' ;
 
 
 

. 

ونعلم أن  • gC  له محور تناظر هو المستقيمd الذي معادلته:  '
1

2
x . 

نستطيع رسم  • gC  :بسهولة بأخذ بعض القيم الظاهرة، فمثلا 0 2g ،  1 2g ، و 2 0g . 
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الشكل المقابل يمثل كلا من  ❖ fC و gC. 

ــة  (2 ــل المتراجح ح   f x g x  ــاد ــى إيج ــود إل ــا يع بياني

من  قاط  فواصل الن fC  حت قع ت مي أو ت تي تنت ال gC  .

 ،باسـتعمال حاسـبة أو جهـاز كمبيــوتروومـن خـلال الشـكل، 

ــين:  ــورة ب ــلها محص ــاط فواص ــذه النق ــظ أن ه 2نلاح 43, 

1و ـــــول المتراجحـــــة ,44 ـــــإن: مجموعـــــة حل . ومنـــــه ف

   f x g x هي: المجال 2 43 1 44, ; ,. 

 

 :40حل التمرين 

1)  

مل  ❖ لم أن العا فإن سالب fفي   aنع نه  ، وم fC  كافئ طع م هو ق

  .الأسفلمتجه نحو 

فإن  ،موجب gفي   aونعلم أن العامل  ❖ نه  وم gC  كافئ طع م هو ق

  .علىالأمتجه نحو 

إذن فــي الشــكل المقابــل:  ❖ fC و قرزممثــل بــاللون الأ gC  ممثــل

 .حمرباللون الأ

عبارة  إيجاد (2 f x:  

 ، ومنه يمكن كتابة: fجذران لـ  5و 0نعلم أن  ❖

     20 5 5f x a x x ax ax      )1(   

ونعلم أن  ❖ 1 2f   :أي 

(2 )21 5 1 2 5 2 4 2
1

2
a a a a a a            

أن: ( نستنتج 2( و)1من ) ❖  21 5

2 2
f x x x  . 

إيجاد عبارة  (3 g x: 

❖ g  :كثير حدود ومنه يمكن كتابته  2g x ax bx c  . 
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له قيمة حدية صغرى عند  gن لم أنع ❖
7

2
أي:  

7
7

2 2

b b

a a
      :فإن نه  7bوم a  كن . إذن يم

كتابة:   2 7g x ax ax c  . 

يتقاطعان في النقطتين  gو fأن نعلم و ❖ A 2 و ;3 B 4 ، إذن: ;2 2 3g  و 4 2g . 

•   22 3 2 7 2 3 4 14 3 10 3 3 10g a a c a a c a c c a                   

نستطيع إذن كتابة:   2 7 3 10g x ax ax a    

•   24 2 4 7 4 3 10 2 16 28 3 10 2 2 1g a a a a a a a                 

أي 
1

2
a . 

 ومنه فإن:   21 1 1
7 3 10

2 2 2
g x x x       :أي  21 7

8
2 2

g x x x  . 

ثل الموالي الشكل  (4 من يم كلا  fC و gC ها تائج المتحصل علي كد الن سابق، ويؤ شكل ال . وهو مطابق لل

 سابقا.

 

5)  

قمة  ❖ fC   هي النقطة  0 0S x ; f x  :حيث 

• 0

5

2
12

2
2

5

2
x

b

a
    

 
 
 

. 

•  0

2
5 1 5 5 5 25 25 25 5 250

2 2 2 2 2 2 8 4 8 8
f x

b
f f

a

        
                 

       
. 
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إذن قمة  fC  هي النقطة
5 25

2 8
S ;
 
 
 

 لها قيمة حدية عظمى هي fو .
25

8
. 

قمة  ❖ gC  هي النقطة  0 0S' x ;g x  :حيث 

• 0

7

2
12

2
2

7

2
x

b

a


    

 
 
 

. 

•  0

2
7 1 7 7 7 49 49 49 98 64

8 8
2 2 2 2

15

82 2 8 4 8

b
g g

a
g x

        
                 

       
. 

 

إذن قمة  gC طة هي النق
7 15

2 8
S' ;
 
 
 

 لها قيمة حدية صغرى هي gو .
15

8
. 

 وهو ما يؤكده الشكل الموالي.
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